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Hrushovski Manin-Mumford (Raynaud )
.
Ll $A$ $X$ $K$ (i.e. $\mathbb{Q}\subseteq K\subseteq \mathbb{Q}^{\mathrm{a}}$ )
. $X\cap \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(B)+b$




) . , $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$
, LMS(locally modular, stable) . LMS
. ,
.
Hrushovski , generic 1
. ACFA (
ACFA). $A$ $\mathrm{i}$ generic $\sigma$ ACFA
, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(P(\sigma))$ $P[T]\in \mathbb{Z}[T]$ .
, Weil , $P[T]$
. , $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(P(\sigma))$ locally modular stable .
. Mordell-Lang
Hrushovski , .
, ACFA $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ ,
$p$ , $p$ .
.
, . $K$ ,
$K^{\mathrm{a}}$ . $\varphi$ $L$ , $A$
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$\varphiarrow L(A)$ . , $\varphi$ $\forall$ $\exists$ ,
$\varphi \mathrm{C}L^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(A)$ $<$ ( $\mathrm{q}\mathrm{f}$ quanfifier-free ).
2ACFA &Psf
, $T$ (existentially closed
model, $\mathrm{e}\mathrm{c}$ ) .
2.1 $T$ $\mathcal{L}$ . $M$ $T$ ,
2 .
(1) $M\models T(M$ $T$ )





$x_{n}\varphi(x_{1}, \ldots, x_{n})$ .
$\mathcal{L}$
$\{+, -, \cdot, 0,1\}$ , $T$ , $\varphi(x_{1}, \ldots,x_{n})$
$M$ , $M$ $T$




. Hrushovski Manin-Mumford , $K$ , $\sigma$
1 , $(K, +, -, \cdot, 0,1, \sigma)$
.
2.2 $\mathcal{L}$ ACF , $\mathcal{L}_{\sigma}=\mathcal{L}\cup\{\sigma\}$ , ACF, $=\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\cup$
{\sigma } (L ) . ACF, differenoe field
.
2.3 $(K, \tau)\models \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}_{\sigma}$ , $(K,\tau)$ $(\tilde{K},\tilde{\tau})$ ACF,
. ACF, $\mathcal{L}_{\sigma}$
$[1, 7]$ . ACFA .
$(K, \sigma)$ $\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}_{\sigma}$ , $\sigma$ generic . $\sigma$
( )
. ACF, , $\forall x,$ $\ldots\exists y,$ $\ldots\varphi(x, \ldots, y, \ldots)(\varphi\in \mathcal{L}_{\sigma}^{\mathrm{q}\mathrm{f}})$
. -# , ,




. $T$ ACF [6].
22




, $M$ ACFA Psf , $M$ ACFA $M$
Psf .
25(Ax) $K$ Psf 3
.
(1) $K$ .
(2) $K$ $K^{\mathrm{a}}$ ( $K$ ) PAC ( $I\dot{\mathrm{t}}^{r}$ $K$
).
(3) $n\geq 1$ , Il\nearrow $n$ $I\mathrm{t}^{\nearrow \mathrm{a}}$ 1 .
2.6 $(I\mathrm{t}^{\nearrow}, \sigma)$ ACFA , $k=\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma)$ $=\{x\in K : \sigma(x)=x\}$
.
(1) $n\geq 1$ , $(I\iota^{\nearrow}, \sigma^{n})$ ACFA.
(2) $k=\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma)$ [ Psf.
(3) fix(\sigma ) $n$ $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma^{n})$ .
(4) $k=\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma)$ $K$ stably embedded. , $\mathcal{L}_{\sigma}(K)$





, $P(X)$ , ACFA
$(K, \sigma)$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(P(\sigma))$ LMS (locally modular stable set)
.
31ACFA . $D$
. $D$ $a=(a_{1}, \ldots, a_{m})$ $E$ , $\mathrm{t}\mathrm{p}(a/E)$
non-forking ( ) , $D$
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stable . , $D$ $A$ . $D^{\mathrm{q}}$
$B,$ $C$ , $B$ $C$ $\mathrm{a}\mathrm{c}1(BA)\cap \mathrm{a}\mathrm{c}1(CA)$ , $D$ locally
modular .
[1].
32($\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A}_{0}$ Dichotomy Theorem) 0 ACFA , $\sigma$ generic
, $X$ . $SU(X)=1$ , $X$ LMS \searrow
$X\angle \mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma)$ .
Chatzidakis, Hrushovski [1] . ACFA
unstable , 0 , unstable fix(\sigma ) (Psf
) .
33 $B$ $\mathrm{c}$ , $B$ $H$
$[B:H]$ .
3.4 $(K, \sigma)$ 0 ACFA, $k=\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma)$ , $A$ $k$
, $B$ $A$ $\mathrm{c}$ , $B$ LMS ,
$B\subset \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\sigma^{N}-.1)$ $N$ . A=G .
, .
3.5 $A$ $k$ , $P(X)\in \mathbb{Z}[X]$ , $\mathrm{k}^{r}\mathrm{e}\mathrm{r}(P(\sigma))$
LMS , $P(X)$ .
3.4 .
, $C\subset K$ . $B$ $C$ $\sigma$ , $X\subset B$ , $X$ $C$
$SU(X)=1$ .
, SU Zilber , $n$
, $B’=(XX^{-1})^{n}$ $B$ .
$B$ $\mathrm{c}$ , $B’= \bigcap_{:}H.\cdot,$ $[B : H.\cdot]$ , . , $H_{-}$
.
$B$ , $B’$ , $X$
LMS $B’$ LMS , , $B$ LMS .
, $X$ LMS .
$\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A}_{0}$ Dichotomy Theorem , $X\angle \mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma)=k$ . ,
$h:Xarrow k$ 1 .
, $B’\subset \mathrm{a}\mathrm{c}1(k\cup C)$ . $B/B’$
, $C$ $B\subset \mathrm{a}\mathrm{c}1(k\cup C)$ .
$k$ Psf , Psf Hrushovski Pilay[5]
, , $h’$ : $B\mapsto H(k)$
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( , $h’$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$ ). , $H$ $k$
. $k$ stably embedded ,
$k$ $k_{1}$ . , $k_{1}=\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}(\sigma^{n})$
$n$ . $k_{1}$ $B/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$
, $n|n’$ , $B/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$ [ $\sigma^{n’}$ .
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$
$\sigma^{n}$ , , $n|l$
$l$ [ $\sigma^{l}$ [ . $\tau=\sigma^{l}$ , $a\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$ $\tau(a)=a$
. $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$ $m$ . $x\in B$ , $\tau$ $x$
, $\tau(x)=x+a(a\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’))$ . , $\tau^{2}(x)=\tau(x+a)=$
$\tau(x)+\tau(a)=(x+a)+a=x+2a,$ $\tau^{3}(x)=x+3a,$ $\ldots,$ $\tau^{m}(x)=x+ma=x(m$
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$ $a\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(h’)$ ma $=0$). , $B$ [ $N$





$n$ t $n$ .
. .
$A$ $K$ . $K$ $\mathrm{p}$ $A$
$A$ , $A$
. $\mathrm{p}$ prime of good reduction for $A$ . $\mathrm{p}$ $k$
, $p$ . $p$ $n$ $n$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)$
, $k^{\mathrm{a}}$ .
4.1 $X$ $A$ . $X\cap \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)$ $A$
.
( ) $A_{\mathrm{p}}$ $A$ $k$ (in $k^{\mathrm{a}}$)
. $K_{\mathrm{p}}$ $K$ , $v$ $k$ . $L=K_{\mathrm{p}}^{\mathrm{a}}$
$L/\mathrm{A}_{\acute{\mathrm{p}}}$ $v$ $L$ , $k^{\mathrm{a}}$
. , $\pi$ : $A(L)arrow A_{\mathrm{p}}(k^{\mathrm{a}})$ . , $\pi$
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A_{\mathrm{p}})$ .
, $q=|k|$ , $\tau(x)=x^{q}$ $\tau\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(k^{\mathrm{a}})$ (
). Weil , $P(\tau)$ $A_{\mathrm{p}}(k^{\mathrm{a}})$ 0
$P(T)$ 1 . $\rho$ $\tau$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K_{\mathrm{p}})$
. , $P(\rho)$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)$ 0 . $(L, \rho)$
ACFA $(F, \sigma)$ . $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)$ $B=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(P(\sigma))$
25
. 35 , $B$ LMS $\mathrm{S}\mathrm{U}$ . $X$ $A$
$X\cap B$ $B$ ,
. , $X\cap B$ . ,
$X\cap \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p^{\mathrm{t}}}(A)$ .
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